3.RNIANSKE TRANSFORMACI..EI

3.1. PREDSTAVLJANJE TACKE

U 1. poglavlju smo videli da je svaka tafka definisana svojim koordinatama. Akao je
tatka u ravni, onhda je ona jednoznaéno odredjena koordinatama x iy, gde su koardina-
te, u stvari, projekeije vektora poloZaja tacke.

Kratko napisano:

za tacku u ravni a {(x,y) i

za tadku u prostoru 3 {x, vy, z}.
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U matriénom obliku koordinate tatke se mogu pisati u obliku vektora reda: [g v]

za tacku u ravni i [x y z] za taCku u prostoru, ili u obliku vektora kolone X zatatku u
X

ravni ili | y ] Za tacku u prostoru. Y

Z 3

Za matricu koordinata tafaka u daljem izlaganju koristicemo oblik vektora reda.

3.2. TRANSFORMACIJA KOORDINATE TACAKA

Svaka tatka moZe da se transformise u ravni odnosno u prostoru, mnoZenjem matri-
ce koordinata tataka sa odgovarajuéom matricom transformacije koju éemo kratko cbele-
3itisa T.

A = AT (3-1)

gde je:
A matrica transfarmisanibh kogrdinata
A matrica koordinata tataka

T matrica transformacije

U praksi je najéedéi sludaj da su matrice A i T poznate i da se traii matrica transfor-

misanih koordinata A.

Jasno je da matrica transformisanih koordinata A mora da bude istih dimenzija kao
matrica koordinata A. |z poglavlia 2.2.4. je poznato da bi se matrica koordinata magla
mnoZiti sa matricom transformacije, a da bi ujedno bio zadovoljen prethodni usiov, matri-
ca transformacije mora da bude dimenzije 2 x 2.

Ako matricu transformacije prikazemo u opStem obliku sa

(3-2)
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anda se matrica transformisanih koordinata A u ravni iz jednaéine (3 -1} dobija:

T2 T2z

odakle sledi da su transformisane koordinate
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sl. {3-3)

Za razlitite vrednosti elemenata matrice transformaciie imamo i razli&ite transfor-
macije taCaka. Sve 3to je navedeno za transformaciju u ravni vaZi i za transformaciju tatke

u prosteru, ali je u tom slucaju matrica transformacije T dimenzija 3 x 3.



38 RAVANSKE TRANSFORMACIJE

2.3. LINUE

Dve tattke definisu pravu. Poito je tatka jednozna&no definisana svojim vektorom
polozaja, to znaci da je prava definisana parom vektora polozaja {pod uslovom da su ta
dva vektara razli¢ita barem po modulu ili praveu ili smeru, tj. da se tacke ne poklapaju).

Ako su date dve tacke u ravni, tatka A sa svojim koordinatama X;, Y, itackaB
sa koordinatama X5, Y ,, onda matrica koordinata ima ablik:

iz jednacine (3 - 1) sledi da su matrica transformisanih koordinata dobija kada se

matrica koordinata pomnoi sa matricom transformacije T dimenzija 2 x 2,

Xy Y X1 Y Tin Ty
= x
Xy Y X, M Tor T2z
X1 " Ty X v+ T M Tis X1 + T 1

Tatka A sa koordinatama X, Y transformisala se u tatku A sa koordinatama Xy, ‘T’l,
pri ¢emu je:

"

X;p =Typ X1+ T Yy

Y =Ty X + Ty Yy
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sl. (3-4)

Za razlitite vrednosti elemenata matrice transformacije dobijaju se i razli¢ite transforma-
cije linije sl.{3 - 4). Elementi matrice mogu biti tako izabrani da se dobije transformisana

linija koja je paraletna osnovnoij liniji, da se osnovna i transformisana linija seku i sk,
= Tzl . D matrica

Za elemente matrice transformacije Ty =Top =1 i T3
= Y2'

transformacije je jediniéna matrica i dobija se X; = il, ?1 = Yy, X3,
¥4 = Yj, 1j. osnovna linija se poklapa sa transformisanom.

3.4. ROQTACWA

Posmatrajmo jedan pravougaonik u ravni definisan tackama ABCiDisvojimod-
govarajuéim koordinatama sl. {3 - 5}. Kao &to se iz slike vidi, koordinate tacaka AB.C i
D, su se transformisale u tatke A, B, C i D rotiranjem pravougaonika oko tatke A 2a
ugao a . Dakle, trebalo bi da se odrede elementi matrice transformacije, i to takvi ele-

manti da daju rotaciju pravougaonika za ugao a .
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Mvey YuY /N X.R cosp *

[R=r R

\ —
B ‘X m¥X
sl (3 - 5} sl {3-6)

Posmatrajmo neku tadku K u ravni koja se transformise u tatku K sl {3-6)

X = Rceosla+ )
X = Ricosaxcosf — sinaxsinf)
X = Xcosa — Ysina (3-5)
¥ = R sin (e + S}
Y = Risinaxcosf + cosaxsinf) {3-6)
Y = Xsina + cosa
Ty = cosa, -le = sina , Ty = —sina, Ty, = cosa
Jednadinu {3 - 1) u matri¢nom obliku moZemo napisati:
E\![)_{'?]-[XY][ cus a sina]-
- sin a cosa {3-7
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gde je matrica

cosa sina

-£ind cosa i3-8)
matrica transformacije.

3.6, HOMOGENE KOORDINATE

I dosadadnjem izlaganju nismo mogli da u matrici transformacije uvedemo konstan-
te translacije jer to nije dozvoljavac format matrice koordinata tataka. Da bi se mogle
uvesti ove konstante moraju se poveéati dimenzije matrice koordinata na 3 x 1, za tadku
u ravni, pa e matrice A i A imati oblik

A=[XY1] ; A=[XY1] | (3-9)

Najmaniji format matrice transformacije T kaoji bi se mogao pomno2iti sa matricom A je
3 x 2 iima cblik:

T T12
T=]|Ty Taa (3 -10)
T3y T3z

Ovakav pravougaoni oblik matrice transformacije nije pogodan jer matrica nije kvadra-
tha i ne moZe se dobiti inverzija matrice T. Zato se matrica transformacije pro3iruje na
format 3x 3

Tin Tz T3
T=|Ty T2 T3 {3-11)

T3; T3z Tia

Mnozenjem matrice A i T dobija se matrica transformacionih koordinata A formata

3 x 1, koja ima oblik za tacku u ravni



A=[{XY1)
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. r ] r x’ Y' e
[X Y 1Ty T2 Tysf= [XY A =[— — 1] = [X ¥ 1]
v
T T2z Ta3 \/
Ty1 T3z Tas

Na ovakav nadin trodimenzionalnim vektorom je predstavljen dvodimenzionalni vektor

poloZaja. Analogno avome, ¢etvorodimenzionalnim vektorom predstavljamo trodiemnzio-

nalni vektor poloajs,

[X Y Z 1] [T,

Ty

= [X'Y'Z'V]=[XY¥YZ1]

3. 7. MATRICE TRANSFORMACIJE ZA [LIKOVE U RAVNI

Posmatrajmo matricu transformacije za likove u ravni T

Ty T2
T = _T21 T2 | Tas
LEYRR Y

(3-12)

Treba uoditi grupe elemenata matrice transformacije koje su razdvojene isprekidanom li-

nijom. U ranijem izlaganju se videlo da sa &lanovima T, T;,, T,y i Ty, moZe dobiti ro-

tacija deformacije lika, uveéanje, odnosno smanjenje lika u X ili Y pravcu. Clanovima Tsy

T3, dobijaju se translacije u X i Y praveu. Clan T43 daje generalno uvecanije, odnosno

smanjenje lika u ravni. Da bismo objasnili znatenje elemenata T4 § T3 treba posmatrati

transtormaciju tadaka koje se dobijaju sledeé¢om transformacijom:
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[X'yv)=[xXY1] |1 0

0 1
0 0
X

43

T3 | = [XY(T13X+T23Y+1I]

Y

T13X+T23 Y+1

1] 3-13
T13X+T23Y+1 ( )

(3-14)

Jednadina (3 - 14) predstavlja jednacinu ravni u prostoru gde je V treca koordinata

sl. (3-7}

sl. {3-7)

3.8. TRANSLACIJA U RAVNI

Elementi matrice transformacije koji definidu translaciju su T34 i T35 pa matrica

transformacije ima oblik
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T=]0 1 0 (3-149)

Ako matricu koordinata pomnoZimo sa ovakvom matricom transformacije, dobiéemo:

[X Y 1] 1 0 O = [X+Tay Y+Tyy 1]=[X ¥ 1]

0 1 0

Tsr Ta2
X=X+ Ty {3-15)
Y=Y+Ty, i3-18)

Iz jednadine (3 - 15) i {3 - 16) i sl. {3 - 8) se vidi da element T3 daje transformaciju u

X - praveu, a T4, transformaciju u Y - praveu.

ANY

-3

Y+ Ty

Y
Y=

> x

S (3-8)

X Tn
X= X+ Tay




RAVANSKE TRANSFORMACIJE 45

3.9, ROTACIJA

Koristeéi jednacine {3 - 5) i {3 - 6} dobijamo matricu transformacije za rotaciju

u ravni
€05 & sina 0

T=|—-sina cosa 0 , {3-17)
0 0 1

Dz bi se neki lik u ravni rotirao za ugao ¢ potrebno je taj lik prethodno translirati u koor-
dinatni podetak, Potom ga na tom mestu rotirati i napokon ponovo translirati u njegov
originalan poloZaj SI. {3 - 9). U matri¢nom obliku to se moe prikazati sa:

AKTTI XTRKTT2= A {3'13}

ili u razvijenom obliku

XY 1]} 1 0 0 cosa sina O 1 0 0] = [XY 1]
0 1 ¢l] -sine —cosa O o 1 0

—T3 T3z 1 0 0 1 T3y T3z 1
Transtacija Rotacija Translacijau
u keord. Tgr definitivni
potetak poloiaj

Tt Tt

Kada se matrice TT1, Tr, i TT2 pemnoZe dobija se kona&na matrica transformacije

casa sing 1

T = Ty, x Tr x Typ = |- sina cosa
~ T3 {cosa — 1} + T332 sina —T3y sindt —T337 (cosa—-1) 1

{3-19}
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Si. (3-9)

lz si. {3 - 10) jasno se vidi §ta bi se desilo sa likom da nije transliran u koordinatni podetak
pre nego $io je rotiran za ugao a.

SI1L.{3-10)
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2.10. UVECANJE — SMANJENJE

Matrica transformacije koja daje uveéanje odnosno smanjenje ima oblik:

T11 )] 0
T = 0 Ta2 0 {3 - 20}
0 0 T3a

Ako je element matrice transformacije T33 = 1, matrica T ima slededi oblik:

T3 © 0
T = 0 Taz 0 {3-21)
0 0 i

Prema poloZaju koji zauzimaju u matrici transformacije elementi T11 i T daju uvetanje

odnosno smanjenje u X i Y pravecu,

Element T33, kao $to je reéeno u poglavlju 3.7, daje generalno uvecanje, odnosno smanjenje.
Posmatrajmeo matricu transformacije koja daje generalno uveéanje, odnosno smanjenje:

i 0 0
T = 0 1 0 (3-22)
0 0 Tas

Ako matricu koordinata tadaka pomnoZimo sa ovakvom matricom transformacije, dobi¢emo:

‘ X ' -
ixv11[r o o ix v =) ——1]=1X¥1]
0 1 0 T33 T33 (3- 23}

0 0 T3

Iz jednagine (3 - 23) je lako uociti da se smanjenije lika dobija ako je T33>> 1, odnosno uve-
¢anje ako je T33 < 1,
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St {3-11a) Sk (3-11b)
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3.11. DEFORMACIA LIKA U RAVNI

Pod pojmom deformacije lika ovde podrazumevamo. deformaciju koja deformise lik
tako da sve strane koje su bile paralelne u originalnom obliku ostaju parateine i prilikom
deformacije 31, {3 - 12). Matrica transformacije za deformaciju iika u ravni ima oblik:

1 tgax 0
T =Jgay 1 0
D 0 1

(3-24)

Uglovi tgax i tgay su nagibiza X i Y pravac.
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SIL{3-12)




